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不確定性下の投資機会と投資タイミング*
中　島　巖
序
競争的条件の下での投資決定の理論は,Alfred Marshallの短期均衡と長期均衡に基礎を置いてき
た｡そこでは,もし,価格が長期平均費用を上回るならば,既存企業は生産を拡大し,新規企業の
参入が促され,逆の場合には,既存企業は操業を停止するか市場から退出する｡しかるに,現実は,
それとは極めて異なった様相をみせてきた｡
かかる伝統的な新古典派理論と現実の問の投資に乗離をもたらす要因として,埋没費用の存在,
不確定性の作用と情報の不備,さらに投資機会の存続性を挙げることができよう｡投資が即座に実
行されなくても投資機会が完全消滅することがなければ,投資決定の問題に,投資を実行するか否
かに加えて,何時投資を実行するかのそれも含まれてくる｡上の3つの要因が作用するところでは,
待機(waiting)が正の価値をもち,投資を先送りする方がより合理的な選択となり得る｡
McDonald-Siegel [16]は,非可逆的(irreversible)な単一プロジェクト-の投資を検討して
いる企業がしたがうべき投資タイミング･ルールを導いた｡プロジェクトが生む筈の純キャッシュ･
フローの期待値の現在価値で測ったプロジェクトの価値が幾何Brown運動にしたがうところで,
プロジェクトの将来価値が未知であるため即座の投資実行には,当然機会費用がともなってくると
いう理由で, Marshall流の伝統理論の非妥当性を指摘し,自らの代替的投資タイミング･ルールを
提示した｡投資を実行させるための最低基準としての引き金値(trigger)を導出し,現行プロジェ
クト価値が,それを上回るとき投資を実行し,下回るときには待機せよ,と命ずるそれである｡
(投資タイミングを扱う作業として,例えば, Baldwin [1], Baldwin-Meyer [2], Brock-Roth-
schild-Stiglitz [ 4 ], Venzia-Brenner [19], Venzia [18], Dixit [ 8 ], Dixit-Pindyck [ 9 ]参照｡)
他方で,投資機会は,一種のオプション(option)ないし条件付請求権(contingent claims)と
みなされ,そこでの待機の価値がオプション価値(optionvalue)から説明され得る｡ (例えば, Ber-
nanke [ 3 ], Venzia-Brenner, op. cit.,参照｡そこでは, Bayes学習過程(Bayesian1earning proc-
*)待機(Waiting)と融通性(flexibility)の関係に関する筆者の関心は, J. Hirshleifer, J. M. Ostroy両教授によって高
揚された｡記して感謝いたしたい｡
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ess)が適用される｡また, Ingersoll, Jr.-Ross [13]は,利子率不確定性の下でのオプションへの
投資ルールのあり方を様々の確率過程間で比較した｡)
また,非可逆性(irTeVerSibility)に縛られる情況の下での融通性(flexibility),流動性(liquid-
ity)にオプション価値の源泉を求めることもできよう｡ (例えば, Marschak-Nelson [15], Henry
[10], [11], Jones-Ostroy [14], Hirshleifer [12]等参照｡)そこでは,投資決定における待機は
融通性の拡大とみなされ,待機価値は融通性からのオプション価値とされる｡
我々の本稿の目的は, McDonald-Siegel, op. cit.,の示唆に拠りながら,資産収益と生産物価格に
確率過程にしたがう不確定性が作用するそれぞれの場合について,非可逆的投資のタイミングのあ
り方を検討することにある｡
次節では,まず,対比のために,資産収益に不確定性が作用しない場合における投資ルールを導
き,次いで,作用する場合におけるそれを導く｡第2節では,企業の生産物の競争的市場価格に確
率過程にしたがう不確定性が作用するところでの企業の非可逆的な資本への投資ルールを導く｡そ
こでは,動的計画法が適用される場合と,企業の生産物価格を資産価格とみなし,生産物を資産と
みなすところで取引される資産市場に対して条件付請求権接近法が適用される場合とについて対比
が試みられ,両者が同一のルールを導く可能性が示唆される｡最後に,若干の結論的言及がなされ
る筈である｡
なお,本稿は最終稿ではない｡
第1節　投資収益不確定性下の投資ルール
1.確定的収益の下での投資ルール
本節では,投資機会に対するオプションが資産とみなされ,資産価格が確率過程にしたがう不確
定性に影響されるところでの投資実行のタイミングのあり方を検討する｡
まず,本項では,以下の議論との対比のために資産価格に不確定性は作用せず,その成長率の期
待値が一定のトレンド(trend)を成すところでの投資タイミングのあり方を検討する｡
いま,投資主体は,即座に行使しなくても消滅することのないオプションをもつが,投資機会の
行使に際しては,行使後には回復し得ない一定の埋没費用(sunk cost)の負担を強いられるもの
とする｡このとき,投資決定は実行するか否のそれに加えて,いずれの時点で実行するかの投資実
行のタイミングの決定をも含むものとなる｡
さて,投資主体は,離散型スカラー値の二項変数(binary variable) uを制御変数とするものと
する｡すなわち, 〟-0は,投資機会を即座に行使し,投資を実行する選択を,逆に〟-1は,投資
機会の行使はせず投資の実行を先送して待機(wait)する選択を意味する｡
ここで,資産価格はそのまま資産投資の収益を表わし,その変化は一定の定数FLに対して
dR -pRdt
で表わされるものとする｡しかるに, (1)式は,
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図-I-(a)
LR
dt/
R-FL (2)
と変形されるから, FLは収益成長率とみなすことができる｡ここで, pは時間を通じて一定である
ものとすれば,投資収益は一定のトレンドに沿って時間とともに変化していくことになる｡
いま,初期時点(i-o)における投資収益の初期値をR(,とすれば,任意の時点Tに投資機会を行
使し投資を実行するとき,そこでの収益RTは,
RT-Roe〝T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3)
で表わされる｡さらに,投資実行に際して埋没費用丁の負担を強いられることを想起すれば,時
点Tに行使される投資機会の純割引現在価値は
V(R) - (R('epT-I)eーPT　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(4)
で与えられる｡ただし, pCま割引率であり, V(月)は,投資収益に対して定義される状態評価函数
(value hnction)を構成する｡
ここで,まず,収益成長率が非正(〃≦o)の値をとるものとしよう｡収益は時間とともに幾何級数
的に減少していくか,一定に留まるから,時点tにおいて, Rt>Iであれば即座に投資を実行する
ことが望ましい｡ (図-1-(a)参照｡)逆に,収益がRt≦Iであれば,投資は実行されることがなくな
る｡ (図-ト(b)参照｡)
したがって, 〃≦0の場合における投資機会の評価価値は
V(R)-maxlRi-I, 0 ] (5)
で表わされる｡
次に, 0<p<pの場合を想定する｡このとき,当初はRi<Iであっても,結局はRt>Iとなるか
らV(R)>0がしたがう余地があり,したがって即座に投資を実行することが望ましい｡ (図-1-(C)
参照｡)
しかるに, 0<FL<pの場合において,すでにRt>Iが満たされていても即座に投資を実行せず,
待機することが望ましい可能性がある｡いま, (4)式において, V(R)をTに関して最大化すること
にする｡直ちに1階条件
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図-1-(b)
図-1-(C)
- - (p -p)Roe~(p~P)'r+pIe-pT-odV(R)_
dT
がしたがい,さらに, (6)式を満たすt-T*において,
(p -FL)Ro-pe一一P'r*･e(P~P)T*-ple~pT*
がしたがう｡ (7)式は,
log(p -FL)R')-log pI -FLT ～
を意味し,したがって
･*-flog PJ
(p lil)Ro
(>0)
(6)
(7)
(8)
(9)
がしたがう｡このとき, Roが丁より著しく大きな値をとることがなければ, T*>0と結論し得る｡
しかるに,現在価値で測った投資費用の減少度はe-prとなり,収益のそれはe-(p-p)Tとなり,後者
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図-2
は前者を下回るから,投資機会を即座に行使することは望ましくなく,ここに,待機が求められる
余地が生ずる｡
もし,即座に投資を実行することが最適である,すなわち, T*-0であるとすれば, (9)式から
log
pl
なる関係がしたがわなければならない｡しかるに, (10)式は
pJ
を意味する｡ (図-2参照｡)したがって
Rt≧R * -止し>I
P-FL
がしたがわなければならない｡
ここで, (9)式を(4)式に代入すれば
V(R)-
〟
(pI/(p -FL)) [(P -iL)凡/pI]石
Rt-I
for Ri≦R*
for Rt≧R*
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(1 0)
価
(12)
(1 3)
図-3
がしたがう｡いま, (13)式の上段の関係を改めて
P
V(R) - (Ill/(p -FL)) [(P -FL)1upI]才
と設定しよう｡ここで,直ちに,
V(0) -0
がしたがう｡いま,臨界値R*で, (14)式を評価すれば,
V(R *) -FLI/(p lil)
がしたがう｡次に,個式の下段の関係を
F(R) -Rt-I
と設定すれば, Rt-R*において
F(R*)-ill/(p lil)-V(R*)
がしたがう｡
さらに, Rt-R*において
V'(R*) -1-F'(R*)
(1 4)
個
(16)
(17)
(18)
(19)
を得る｡
以上から, V(R)は,原点から出発する凸函数を成し,臨界値R*において, V(R)とF(R)は同値
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となり,さらに接し合うことになり, R*において接点均衡(tangency equilibrium)が達成される
ことになる｡
このとき, (13)式の投資ルールは,図-3の太線部で示され,観察値RtがR*を下回るところでは,
待機戦略を選び, β*を上回るところでは,即座の投資実行戟略を選ぶことを命ずるそれとなる｡
かかる臨界値R *は投資実行を促す最小価値を表わし,最適投資引き金値(optimal investment trig一
ger)と呼ばれる｡さらに, (15),(18)そして(19)式は接点均衡達成のための境界条件を与えており,特に,
(18)式の条件は同値化条件(value-matching condition) , (19)式のそれは平滑張合せ条件(smooth past-
ing condition)と呼ばれる｡
上の議論から, β>〃がしたがうところで,投資収益に不確定性が作用しないにも関わらず投資
を即座に実行せず,待機戦略を選ぶことが妥当となる可能性が存在し,さらに,収益成長率が大き
い程V(R)の値は高まり,したがってR*の値が上昇し,投資機会の価値が上昇し,待機戦略の価
値が上昇することが帰結される｡
ところで,投資収益に不確定性が作用すると,投資実行時点を直接導出する上の手続きは適用不
能となる｡次項では,かかる不確定性が作用するところでの投資タイミングを別の手続きを適用す
ることによって検討することにする｡
2.不確定収益の下での投資ルール
本項では,投資収益に確率過程にしたがう不確定性が作用するところでの危険中立的な投資主体
の投資タイミングのあり方を検討する1)｡
前項においては,埋没費用Iの下での投資プロジェクトに対する投資の実行から確定値Rの収
益フローがもたらされるものと想定された｡本項では,収益フローに不確定性が作用し,その時間
を通じた変化過程については,現時点の観察からは不完全な予想としての確率分布が導かれ得るに
すぎないものとする｡このとき,投資主体は不確定性からもたらされる危険(risk)に対して危険
中立的(riskneutral)な態度をとるものとすれば,その投資目的は収益フローの期待現在価値の最
大化にあると想定される｡
しかるに,収益フローの変化に関する確率的規則性は,多様な形態をとり得る｡ここで,各時点
において,収益フローが, ±Ahの増減幅で, pの確率で増加し, q-1-9の確率で減少するもの
とすると,一般にかかる変動は等階段間隔をもつ幾何級数(geometric series)を成すランダム･ウ
オーク(randomwalk)にしたがうそれとなる｡ (図-4参照2)｡)
いま,簡単化のために, 9-q-圭と設定すると3',初期値Roの下で,収益フローの期待融は,
R--P(1+Ah)Ro +(1-9)(1-Ah)Ro
- [11(1-29)Ah]Ro-Ro (2 0)
がしたがう｡
さて,収益フローRの階段の時間間隔を極く短くすれば,初期値Roの下で,ランダム･ウオー
クにしたがう将来時点tにおける収益フローの対数logR,の分布は正規分布に近似される｡このと
き,収益フローは,幾何Brown運動(geometric Brownian motion)ないしWiener過程(Wiener
process)にしたがう｡すなわち,収益フローの変動が確率微分方程式
51
Ro+3Ah
Ro+2Ah
Ro+Ah
R()-Ah
Ro12Ah
Ro13Ah
♪ 2 
♪ 2 
♪ B♪ q    
q 3♪ 2  
q 白   
t-0 i-1　　　　　　　t-2　　　　　　　　t-3
図-4
dRt- FLRtdt + ORt dW
にしたがい,さらに,その対数が幾何Brown運動
dlogRt- (p一書62)dt･OdW
(2 1)
(22)
にしたがうことになる｡ただし, 〃はトレンドを構成する収益フローの成長率で,げは分散パラ
メータ,また, dWはWiener過程(Wiener process)の増分である｡このとき, logR,の変動は,
平射一女2,分散62tをもつ正規分布を成す｡
さて, 9-q-圭の下で,収益フローの期待値煎-Ro)の割引現在価値は
R-R(1+志+毒十品+--･-)
-R-/p
(2 3)
と近似される｡ただし, pは外生的に設定された安全資産の機会費用に相当する割引率であり, p
>oと仮定される｡
ところで, Marshallの伝統にしたがう投資基準は,当該投資プロジェクトが収益の期待割引現
在価値から埋没費用を減じた値,すなわち純投資価値(networth)が正の値をとる,すなわち
R-/p >I　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(24)
が満たされるならば,投資を実行せよ,と命ずる｡このとき投資実行と投資放棄とが無差別となる,
すなわち,
M-pI
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を満たすような境界値〃が存在し得る｡かかる境界値〃は,投資実行のための最低基準を与え,
Marshallの引き金値(Marshallian investment trigger)と呼ばれる｡
いま,ある一定期間の待機の終了時に, Rt>Mなる収益Rtを観察すれば,純投資価値は正とな
り,上のMarshall基準の下で,投資実行戦略がとられる｡逆に, Rt<MなるRtを観察すれば,投
資は放棄され純投資価値はゼロとなる｡正の値とゼロの確率による加重平均は正となる｡したがっ
て, Mに丁度等しいRtの下では,投資を実行するも放棄するも純投資価値はゼロとなるから,別
の混合戦略の方が望ましくなり得る｡連続性から, Mの近傍の僅かに大きなRをもたらす投資を
実行するよりも待機する方が望ましくなり続ける可能性がある｡
ある期間の待機は,収益の下落リスクを回避させる一方で,上昇可能性を引出し,その価値は正
の値をとる｡他方,待機によって投資収益の犠牲,すなわち機会費用がともなう｡したがってRt
が十分高い水準にあるところで,待機は得策でなくなる｡このとき,投資実行を最適なものとする
ような引き金値Hが存在する｡したがって,HはMを上回り,もはやMarshall引き金値Mは最
適な投資基準の尺度たり得なくなる｡
ここで,上の事実を確かめるために,投資機会を極く短い時間間隔dtの間保有される資産とみ
なそう｡上の確率微分方程式((21)式)から,収益フローの変化分dRについて
E ldR] -FLRdt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(26)
Var[dR] -62R2(dW)2-62R2dt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(27)
がしたがう｡ Wiener過程において, E[dW]-0, (dW)2-dtがしたがうことを想起されたい｡分散
の定義式
VarldR] -E l(dR -E ldR])2]
を想起すれば,
E l(dR)2] - (E ldR])2+VarldR]
-p2R2(dt)2+02R2dt
(2 8)
(2 9)
を得る｡
収益フローRの変動にともなって, fJ>0の下で,キャピタル･ゲイン(capitalgain)が発生
し得る｡いま,収益フローに対して定義される評価函数γ(β)を用いれば,期待キャピタル･ゲイ
ンは,
E ldV] - V (R)E ldR] ･去V′′(R)E l(dR)2]
′
- V (R)pRdt ･!V"(R) (p2R2(dt)2･62R2dt)′
(3 0)
で表わされる｡しかるに,均衡において,期待キャピタル･ゲインは,正常利益(nomalretum)
pv(R)dtと均等化しなければならない｡したがって, (30)式の両辺をdtで除し, dt-0とし,高次
項を無視すれば,
!02R2V"(R) ･pRV'(R) -pV(R) -0
が得られる｡
ここで, V(R)-Rx型の解を試みてみよう｡この解を(31)式に代入すれば, Xは2次方程式
(311
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図-5
!62X(xll)･px-p-0 (3 2)
を満たさなければならない｡ p>0を想起すれば, (32)式の左辺は, X-0において,負となる｡さら
に,収束条件β>〃を想起すれば, ∫-1において負となる｡このことは, 1つの根は負となり,も
う1つの根は正で, 1を上回ることを示唆している｡したがって, (31)式の微分方程式の一般解は
V(R) -alRBl +a2RB2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(33)
で表わされる｡ただし, al,a2は未定の定数である｡
いま, RがR-0となれば,待機の価値もゼロに向かわなければならず, β1<0とすれば, (33)式
においてa1-0がしたがわなければならず,
V(R) - a2Rβ2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(34)
を得る｡直ちに, V(0)-0,V′(R)-β2a2Rβ2~l>0,V′′(R)-β2(β2- 1)a2Rβ2q2>oがしたがい, V(R)
は,原点から出発する凸函数となる｡以上の関係は図-5に示される｡
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図-6
図-5において, F(R)-R/p-Iは傾き1/p,切片-Iをもつ直線となり, F(R-)-0,すなわち,
F(R-)が横軸を切る切片をMとすれば, MはMarshallの引き金値を与える｡他方,曲線V(R-)と
直線F(R-)との交点の横座標をHとすれば,解の領域は,
V(R-,- (2-2,RpB2_I妊R-≧H　　　　　　　　　(35,
if R<H
となり,図-5における太線部で表わされ,境界値ガは最適引き金値を与える｡このとき,最適引
き金値Hにおいて, RJ-Hから
V(H) -F(H)
or a2Hβ2-H/p-I
が満たされなければならない｡
ところで,以上の議論において,待機の価値V(R-)-a2RIp2,したがって最適引き金値Hは,莱
定定数α2に依存していた｡ここで, α2を内生的に決定することにしよう｡いま,投資実行価値を制
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約として,待機価値を最大化する収益の期待割引現在価値を求めよう｡すなわち,問題は
m-HaX V(R) -a2RIB2
S.i. F(R)-R/p -I　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(38)
で表わされる｡直ちに,両函数の接点で与えられる接点均衡(tangency equilibrium)がしたがう｡
そこでは, R--Hが満たされなければならないから, RJ-Hで評価した1階条件
V'(H) - F'(H)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(39)
or　β2a2Hβ2-1-1/p　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(40)
を得る｡このことは,図-5において, a2を上昇させることによりV(R)をF(R-)に接するまでシフ
トさせることを意味する｡
(37), (40)式を用いてa2を消去すれば
H-β2/(β2-1) pI>pI-M　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(41)
がしたがう｡ (41)式は最適引き金値HがMarshallのそれMのβ2/(β2-1)倍の値をり,このとき,
調整された割引率(adjusted discount rate) p'が
p'-β2/(β211) p (42)
で表わされることを意味している5)｡
さらに, (35)式の関係から, R-≦Hのとき待機戦略が,逆にR-≧Hのとき投資実行戦略がそれぞ
れレレヴァントとなる｡かかる関係は,図-6において太線部で表わされる6)o　このとき, R->Hな
る領域における待機価値が投資実行価値を上回っている｡このことは,そこでの待機戦略が投資を
実行に移さないまま待機価値を上昇させていく純粋投機バブル(pure speculative bubble)を発生
させることを意味している｡
最適引き金値R-*-Hと定数b*が同時決定される接点均衡体系を構成する(36),(39)式は,それぞれ,
等値化条件(value-matching condition) ,平滑張合せ条件(smoo仇pasting condition)と呼ばれる
ことは前項におけると同様である｡
1)本項で適用される手続きは, Dixit [8]の示唆に負う｡
2)例えば, Dixit-Pindyck [9] (Chap.3) (p.68)のFigure 3.3参照｡
3)かかる設定は,結論に本質的な変更をもたらすものではない｡
4) Dixit [8] (p.112) Figurelに対応する｡
5)もし, iL≠0であれば, p'は, p'-FL-〔β/(β-1)〕(p-FL)なる関係が満たされなければならない｡
6) Dixit [8] (p.114) Figure2に対応する｡
第2節　価格不確定性下の生産企業の投資ルール
1.動的計画法接近法
本節では,生産物の市場価格が確率過程にしたがう不確定性に影響される情況の下での生産企業
の投資タイミングのあり方を検討する｡
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まず,本項では,実行時と待機時の投資のそれぞれの価値を動的計画法接近法を適用して導く｡
いま,企業の投資決定は,分割不能な一括投資(lump suminvestment)の即時実行か,あるい
は先送りする待機かの選択の形をとるものとする｡生産企業は,労働と資本を要素とする生産函数
をもつものとする｡すなわち,産出量Qは
0 -F(L, K)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(43)
で与えられる｡ただし, Lは労働投入量であり, Kは資本ストック量である｡このとき,資本スト
ックが存在しないときは生産操業はなされず,したがって0-F(L,0)-0がしたがうものとする｡
ここで,投資決定を検討している現時点において資本ストックは存在しない,すなわち初期賦存
量K(I-0がしたがい,一括資本ストックK-の投資が実行されたときのみ,産出量Qtは
Qt -F(Lt, K)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(44)
で与えられるものとする｡このとき,資本ストックは減耗しないものとする｡したがって, t時点
における産出量は,
Ot-max[F(Lt, K), 0]
で表わされる｡
(45)
さて,生産物市場は競争的であり,生産物の市場価格少は幾何Brown運動にしたがって外生的
に変動するものとする｡前節でみたごとく,かかる想定はランダム･ウオークする価格の連続時間
定式化のそれである｡このとき,確率微分方程式
!-Ddt ･OdW　　　　　　　　　　　　　　(46)
がしたがう｡ただし, FLは価格の期待成長率, 62は成長率の分散に関わるパラメータで, dWはWie-
ner過程の増分である｡このとき, E[dW]-0,(dW)2-dtがしたがうことは前節におけると同様
である｡
さて,ここで,スカラー値の二項変数(binaⅣvariable)から成る制御変数〟を想起しよう｡投
資の即時実行が選択されるときα-1,逆に,待機が選択されるとき〟-oの値が対応するものであ
る｡
いま,時点tにおいて, ut-1,すなわち一括資本への投資が実行されたものとすると,操業は開
始され営業利潤(operatingpro丘t)が発生し得る｡ここで,賃金率uJは時間を通じて一定であるも
のとすると,そこでの営業利潤は
7rt(u-0 )-PtF(Lt, K)-u)Lt
で表わされる｡直ちに,営業利潤を最大化する労働投入量が満たすべき1階条件
PtFIJ(Lt, K) -u)-0
㈹
(48)
がしたがう｡ここで,最適労働投入量Lt*-L,*Q)i,W,K)を営業利潤函数((47)式)に代入すれば,一定
の一括資本ストックKと既知の賃金率uJ,生産物価格9,に対して最大営業利潤を与える変動営業
利潤函数(variable operating pro丘t血lnCtion)
II*抄) ≡maxptF(Lt, K)-wLt
LI
-ptF(Lt*, K)-u)Lt*-II*抄t, W, K) ㈹
が定義される｡
ところで,企業の意思決定が今期の観察値に基づいて下される即時的選択とそれ以降の時点全体
にわたる選択とに分割可能であるとき,動的計画法(dynamic programming)の適用が可能となる｡
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前者の決定からしたがう利得は確定値であり,決定の即時的価値(immediate value)と呼ばれ,
後者のそれからしたがう利得は確率変数となり,決定の継続的価値(continuation value)と呼ばれ
る｡ここで,両者の価値の和は,投資ないしプロジェクトの価値を表わし,確率過程にしたがう価
格に対して定義される状態評価函数(valuefunction) Fiゅ)で表わされる｡すなわち
FtWt)--axtII*抄(, ut)+i吉Et lFt･1師1)])
〟f
(5 0)
がしたがう｡ただし, II*Q)(,ut)は, u,の各値に対応して実現される最大営業利潤を与える変動営
業利潤函数であり, βは割引率である｡
また, Eiは
EtlFt･1師1)] -/Ft･.抄-)d軌- L pt, ut) (5 1)
で定義される条件付期待値オペレータであり,軌は, pt,utが来期以降の価格の確率分布に影響を
与えるところでのPt,u,に条件付きのPt+1の確率分布である｡しかるに,上の(51)式の表現は,動的
計画法におけるBellman方程式(Bellman equation)に相当する｡
しかるに,時間視野が無限大に及ぶとき,問題は遷移構造(recursive stmc山re)をもつことに
なり,分析は容易化される｡すなわち,無限大の時間視野の下で(50)式が時間それ自体から独立とな
り,上の営業利潤函数,条件付確率分布函数も同様となる｡このとき, p,,pt+1は,それぞれ相異
なる9, 9'と表わすことができ, Bellman方程式は
FW)--axiII*W, u)･志朗Fd) l p･ u]1　　　　　　　(52)
1J
と書き改められる｡
ここで,各期間の時間間隔をAtとし, At-0とすれば時間は連続となり,間隔Atにまたがる実
際利潤はII*抄,u,i)Atで与えられ,割引率はpAtで与えられ, Bellman方程式は
FW, i)--axtII*抄, u, i)At･iま示ElFd･ t･At) l p, u])
J†
と表現し直される｡いま, (53)式の両辺に(1+pAt)を乗じて整理すれば
pAtF抄, i)-maxtII*抄, u, i)At(1+pAt)+E[FQ'′, i+At)-FQ', i)]†
〟
-maxII*抄, u, i)At(1+pAt)+E[AF])
〟
がしたがう｡ (54)式の両辺をAtで除し, At-0とすれば, (54)式は
pFW, t)--ax(II*抄, u, i)･去EldF])
〟
と変形される｡ (55)式右辺の(1/dt)E[dF]は, E[AF]/Atの極限値であり
LylFW, i)] -ftE [dF]
(53)
(5 4)
(5 5)
(56)
と設定するとき,左辺はF抄, i)の積分生成作用素(integralgenerator)と呼ばれる｡
このとき, II*Q),u,i)は, u-1のとき,ゼロとなる｡時間視野が無限大でII*が陽表的に時間に
依存しないとき, u-oにおいて,II*Q),u,i)-17*抄)と設定し直され,また,このとき,FQ), i)-
FQ))と表わされる｡したがって, Bellman方程式は,
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pFb)-II*抄)+ftE ldF] (57)
と表現し直される｡ (57)式は,左辺の総期待収益が営業利潤と期待キャピタル･ゲイン率の和に等し
いことを意味している｡
ここで,伊藤補題を用いてdFを展開し,高次項を無視すれば,
dF-F W)dp･去F"@)(dp)2
′
を得る｡しかるに,価格変動を示す確率微分方程式((46)式)を想起すれば, (58)式は,
dF -F'抄) [FLPdt+opdW]
･去F"a,) [p292(dt)2+2pOdtdW +6292(dW)2]
と変形されるから,期待値をとり, E[dW]-0, (dW)2-dtを想起すれば,
E ldF] -ppF抄) +圭6292F"W)dt
′
(58)
(59)
(6 0)
がしたがう｡両辺をdtで除し, (57)式に代入すれば,投資実行に際してのBellman方程式は微分方
程式
を292F"W)･ppF W)-PFW)+II*抄)-0
′
(6 1)
を導く｡
次に,投資の実行を先送りする待機が選択されるところでの投資機会の価値を求めよう｡
待機する,すなわち, 〟-1となるとき,操業はなされず営業利潤は発生し得ないから,上と同
一の条件の下で,投資機会の価値を表わす状態評価函数Vが価格に対して定義される｡このとき,
Bellman方程式
pv抄)-ftE ldV]
がしたがう｡上と同様の手続きを適用すれば,微分方程式
去6292V"抄)+ppV抄)-pV抄)-0
′
(6 2)
(63)
がしたがう｡
次項で,上と同一の条件の下で,投資実行時のプロジェクトの価値と待機時の投資機会の価値を
条件付請求権接近法の適用に拠って導くことにする｡
2.条件付請求権接近法
本項では,前項におけると同一条件の下で,投資実行時の営業利潤が配当の形をとるところでの
企業価値と待機時の投資機会の価値を条件付請求権接近法に拠りながら導く7)｡
いま,条件付請求権(contingentclaims)が取引される資本市場は十分完備(complete)であり,
資産価格の変化につれ資産保有者のポートフォリオが連続的に調整可能であり,また,その資産価
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格が不確定性と完全相関する関係に立つものとする｡この想定は,ある主体の投資決定が他者にと
って利用可能な機会集合に影響を与えないものにするためのそれである｡このとき,資産価格の変
化ないし新資産の価格を既存の資産のそれで再現し得る,すなわち,同一の収益,危険特性をもつ
ポートフォリオを複製(replicate)することが可能となる8)｡
さて,ここで,企業の生産物を資産とみなし,生産物価格を資産価格として資本市場で取引が展
開されるものとする｡ここで,資産価格は,前項におけると同様に幾何Brown運動
dp =FLPdt+OPdW (6 4)
にしたがって変動するものとする｡
さて,営業利潤が配当を構成する企業の価値を示す状態評価函数値FQ))と資産価格pとが完全
相関性をもつとき,資産価格pと企業価値Fの間の相関係数ppFが資産価格pと市場ポートフォリ
オの間のそれppmと一致しなければならない｡
ところで,投資主体が生涯消費に対し定義される凹函数を成す時間加法的効用函敬(time-additive
utility function)にしたがって生涯効用(lifetime utility)を最大化するとき,投資機会集合に関す
る期待(expections)が主体間で共有されるならば,例えば,国債の収益率のごとく外生的に与え
られる安全収益率(riskless rate ofretum) rに対して均衡状態は,条件
α -r+如ppm　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(65)
を満たさなければならないことをMerton [17]は,資本資産価格形成モデル(capitalassetpricing
model)を用いて証明した9)｡ただし,射ま危険の市場価格, αは資産価格の期待成長率FLと配当率
∂の和,すなわちα-〟+∂を満たす総期待収益率である｡
まず,投資実行による営業利潤を配当とするときの企業価値を既知の価値をもつ既存の資産を用
いる収益と危険特性の複製化によって導いてみよう10)｡
いま,一方で,安全資産(riskless asset)に対し1貨幣単位だけ投資し,他方で,生産物のn
単位を価格pで購入するものとする｡このとき,ポートフォリオ費用(1+np)貨幣単位が必要とさ
れる｡ここで,極く短い期間dtの間だけ資産保有するものとすると,安全資産から71dtだけの確
定収益がもたらされる一方で,配当率Sの下でn8pdtの配当とndp-n(FLPdt+OPdW)だけの不確定
キャピタル･ゲインがもたらされる｡したがって,投下貨幣1単位当たりの総収益Rlは
RI-雪祭dt･葦 棉
で表わされる｡
この収益RIを同時間間隔の間企業を保有する場合のそれRHと比較してみよう｡
企業価値F抄)を支払う代りに営業利潤II*(?,t)dtが配当として支払われる｡このとき,投資実
行時点において,価格は既知であるから,配当額は確定値となるが,キャピタル･ゲインは確率変
数である｡
いま,伊藤補題を用いれば,キャピタル･ゲインは
dF- [ppF'抄).圭6292F"W)]dt･6PF W)dW
′
で表わされる｡このとき,投資の貨幣1単位当たりの総収益をRHとすれば,
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RIl ==
･7*抄)+PPF W)･圭62p2F"W)
′
Fb) dt･讐哲dW (6 8)
がしたがう｡
このとき,もし,想定されたポートフォリオが企業を保有するそれの危険を複製するものであれ
ば, (67)式のWiener過程の増分の拡散係数(difhsion coefBcient)と(68)式におけるそれが均等化し
なければならない｡すなわち
｣牡. =廷二勉
1+np FQ))
(69)
がしたがわなければならない｡
また,同一の危険特性をもつ2つの危険資産は,複製の定義から,市場において同額の収益をも
たらすから
･I*抄) +ppF抄) +圭62p2F"W)
′
F抄)
r+n(FL+8)i)
1 + lzJ)
がしたがわなければならない｡
ここで, (70)式の右辺に(69)式の右辺を代入すれば,
i完-r(T) -r(1-誓款)
と展開されるから, (71)式の右辺は
r'nlEpn完8'9-r ( 1一票款) +折∂)誓款
と表現し直される｡ここで, (72)式を(70)式に代入すれば
去6292F"@)+(r-8)pF W)-rF抄)+II*抄)-0
/
(7 0)
(7 1)
(72)
(7 3)
がしたがう｡ (73)式は,総収益方程式が企業価値の微分方程式となることを示唆している｡
ところで, r-p+8を想起すれば, (73)式左辺の第2項の係数はr-8-FLとなり,前項で得られた
(61)式と上の(73)式の第3項の係数がpからrに置換えられている点を除けば,両者は一致する｡
次に,投資実行を先送りする待機を選択する企業の投資機会の価値を求めよう｡
投資実行がないところで,営業利潤〃*抄)-0となる｡ここで,価格pに対して定義される企業
価値を表わす状態評価函数vQ))を定義すれば,投資の貨幣1単位当たりの総収益と上のポートフ
ォリオからの総収益Rlの拡散係数の均等化の要件
｣虹=幽
1+nP V抄)
と収益の均等化の要件
ppv抄) +を2p2V"抄)
′
VQ))
γ+〟(〟+♂)か
1 +ltj)
が満たされなければならない｡上と同様の手続きを適用すれば,微分方程式
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(74)
(75)
去62p2V"抄)+(r-8)pV抄)-rVW)-0
′　　　　　　　　　　　　　　′
(76)
がしたがう｡再び, r-FL+Sの想定の下で,前項の(63)式と上の(76)式は係数pがYに置き換えられて
いる点を除けば,一致する｡しかるに, Cox-Ross [7]は,危険中立性(risk neutrality)の下で,
p-rとなることを示した｡したがって,動的計画法接近法と条件付請求権接近法とは,同一の投
資ルールを導くことが帰結される｡
3.価格不確定性下の投資ルール
本項では,その生産物価格に確率過程にしたがう不確定性が作用するところでの生産企業の投資
タイミングのあり方を検討する｡
前項,前々項において導かれた投資実行時のプロジェクトの価値と待機時の投資機会の価値を表
わすそれぞれの微分方程式を解くことによって投資ルールのあり方を導こう｡
さて,解の導出の便宜のために,企業の生産過程に関して,簡単化のための追加仮定を設けよう｡
労働投入量は, 0か1かの2倍からの選択しかできないものとし, 1を選択するときの産出量が
1となるものとする11)｡すなわち,
0-F(1,K)-1　if L-1
がしたがうものとする｡このとき,営業利潤は,既知の?,Wに対して
II*Q))≡II*抄, uJ,K)-9-W
で表わされる｡
ここで,投資実行時における微分方程式
圭6292F"W)･ppF抄)-PFW)･II*抄)-0
′
囲
(7 8)
(79)
を想起しよう｡
まず,投資実行時点において既知の?,Wについて, p<Wがしたがうものとする｡企業は操業
せず,したがって営業利潤はゼロとなり,上の微分方程式の同次部分だけが残る｡
ここで,同次部分に解F抄)-aPβを試みてみよう｡代入を通じて,直ちに, 2次方程式
去628(β-1)+pβ-p-0
(80)
がしたがう｡このとき, βは2次方程式の根で, 1つは1より大きい正根(β1>1),もう1つは負
梶(β2<0)となる｡したがって,一般解は
FO') -alPβl+a29β2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(81)
で表わされる｡しかるに, β2<0は, 9-0のとき982-∞を意味するから,未定定数a2-0が満た
されなければならず,一般解は
FO))-alPβ1 (8 2)
と書き改められる｡
次に, p>Wがしたがうものとする｡このとき,価格,したがって収益は成長率FLで増加するが,
そこに危険調整済み割引率αが適用になるとき,収益の割引現在価値は♪/(α-〟)-♪/∂で表わさ
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れるo　しかるに,賃金率Wは,時間を通じて一定であるから,その現在価値は安全利子率Yの下
でW/Yで表わされ,純収益の割引現在価値は, p/8-uJ/rで表わされる｡したがって, p>u)の下
での-般解は
FW) -blPBl+b2PB2+告一芸　　　　　　　　　　　　　(83)
で表わされる｡
まず, p<uJがしたがうものと,現時点での営業利潤はゼロとなるが,将来のいずれかの時点で
p>Wとなり,操業が再開される可能性なしとはしない｡かかる可能性を(83)式の右辺最後の2項が
表わしている｡他方, p>Wに際して, pが著しく大きな値をとるとき,投機的バブルの発生可能
性が生ずる｡これを排するためには, b1-0となることが要請される｡このとき,一般解は
FO)-b2PB2･告-芋
と書き改められる｡
さて,投資実行を先送りし待機するところでの投資機会に目を転じよう｡
微分方程式
圭62p2V"W)･ppV W)-pV抄)-0
′
から,直ちに, 2次方程式
圭026(β-1)+pβ-p-0
(84)
(8 5)
(86)
がしたがう｡しかるに, (86)式は,投資実行時の微分方程式((80)式)の同次部分からしたがう2次方程
式に等しい｡ βは, β1>1,β2<0の2根をもつ｡ここで,解cpβを試みれば,一般解
VQ)) -cIPβ1+C2Pβ2
がしたがう｡上と同様の理由から, C2-0がしたがわなければならず,一般解は
V抄) -cIPβ1
と書き改められる｡
しかるに,待機から投資実行-スイッチさせる最適引き金値♪*は,境界条件
cIW*)β1-a2秒*)82･g*一些-I
γ
βlClW*)β1-1-β2a2U,*)β2-.･喜
(87)
(88)
(8 9)
(9 0)
を満たさなければならない｡ここで, (89)式は,等値化条件, (90)式は,平滑張合せ条件を構成してい
ることは言うまでもない｡
投資実行を先送りする待機を選択するところでの投資機会の価値から,投資の即時実行を選択す
るところでのプロジェクト価値より埋没費用を減じた純プロジェクト価値を差引いた値は,融通性
(flexibility)の価値とみなすことができる｡上の投資ルールは,融通性の価値が尽きる最適引き金値
を投資基準として,価格の観察値が最適引き金値を下回るとき待機を選択し,逆に,上回るならば
投資の即時実行を選択することを命ずる,それであることが帰結される｡
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7)ここでの条件付請求権接近法はオプション･プライシング接近法(optionpricing approach)と同義に用いられ
る｡
8)複製(replication)の過程について, Cerni [5] (Chap 1, Section 1.9)参照｡
9) Constantinides [6]をも参照.
10 )以下の複製化の手続きは, Dixit-Pindyck, op. cit., (Chap4, Section 2)に負う0
ll)かかる簡単化の手続きは, Dixit-Pindyck, op. cit., (Chap 6, Section 3)に負う｡
結びにかえて
∫.M. Keynesの投機的動機による貨幣需要の標準的解釈となってきた∫.Tbbinによる｢『危険』
に対する行動としての流動性選好｣は,主体の危険回避行動によって合理化される｡そこには,学
習(leaning)の可能性も投資を先送りする待機(waiting)の可能性も入り込む余地はない｡
しかるに, Keynesの流動性選好をめぐるもう1つの解釈の立場がある｡流動性を融通性(flexi-
bility)とみなし,貨幣需要は流動性,すなわち融通性に対する需要であると考える立場である｡
投資収益が確率過程にしたがう不確定性に影響されるところで,待機する行動が合理性をもち得
る｡そこでの待機を促す要因は,投資機会の未行使がもたらすキャピタル･ゲインの可能性である｡
待機の価値と投資実行の価値の差を融通性の価値とみなせば,それが正の値をとる限り待機は合理
的行動となる｡さらに,融通性の価値は投資ルールのあり方を導く投資基準たり得る｡融通性の価
値がゼロなるところで待機と投資実行は無差別となり,そのゼロ値をもたらす収益水準は,待機か
ら投資実行へ主体を促す引き金値の役割を演ずることになる｡
我々は,まず不確定性が作用しないにも関わらず,収益が正の成長トレンドをもつところで,待
機の行動が合理的なそれとなる可能性を確かめた｡
次いで,自らの生産物の市場価格が不確定性に影響される情況に直面する危険中立的な生産企業
の待機行動が合理的なそれとなる投資ルールを導いた｡若干の簡単化の仮定の下で,待機から投資
実行へ企業をスイッチさせる引き金値となる価格水準の特定化を試みた｡
我々の議論の投機的バブル(speculative bubble)が支配する情況への発展化は,興味深い発展
化の方向となるであろう｡
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